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Dr., Rita Fenz

Begriffslernen und Problemldsen

Wenn wir davon ausgehen, daf die Zielsetzung des Mathematik-
unterrichts Einsicht in die Begriffsbeziehungen und das Satz-
geflige der Mathematik und eine darauf beruhende Beherrschung
der elementaren mathematischen Techniken sein so0ll, dann sind
Begriffslernen und Problemldsen wesentliche Bestandteile des
Mathematikunterrichts, die ich im folgenden niher betrachten
mochte. Ich gehe dabei aher nicht von einem psychologischen
Ansatz aus - weder von den Lerntypen Gagnés noch von anderen
lernpsychologischen Untersuchungen - sondern von einem didak-
tischen Ansatz: Wie kann durch die Einsicht in Begriffslernen
und Probleml®sen unser Unterricht effizienter gestaltet werden.

I Das Lernen mathematischer Begriffe

1. Arten von Begriffen

Begriffe werden gebildet, indem Objekte oder Ereignisse auf
Grund gemeinsamer Merkmale zu Klassen zusammengefaBt und mit
Namen bezeichnet werden., Die Gesamtheit aller fiir den Begriff
wesentlichen Merkmale ~ die begriffsbildenden Eigenschaften -
nennt man den Inhalt des Begriffs, Begriffsbildung setzt also
die Fahigkeit zum Klassifizieren voraus. Der Schiiler mufl die
entsprechenden Objekte mifteinander vergleichen, Gemeinsames
feststellen, wesentliche (relevante) von unwesentlichen
(irrelevanten) Bigenschaften unterscheiden und durch Verall-
femeinerung eine Klasse bilden, Durch die Beschreibung von
Kquivalenzrelationen im lathematikunterricht wird der ProzesB
der Klassifikation theoretisch dargestellt, Aquivalenzrelationen
sind daher ein wichtiges lMittel zur Begriffsbildung.
Grundtypen mathematischer Begriffe sind:

Mengenbegriffe (werden durch Zusammenfassung von Objekten‘
bestimmt: Primzahl, Trapez,...)
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Relationbegriffe (werden durch Vergleich gefunden: parallel,
kleiner, Teiler,...)

Operationbesriffe (entstehen aus Handlungen: Addition, Durch-
schnitt,..,)

Strukturbesriffe (stellen Organisationsformen dar: Kommuta-
tivitdt der Addition,...)

Dabei randelt es zich um eine begriffliche fHierarchie. Znerst
werden Bepgriffe durch Abstraktion von konkreten Objekten gebil-
det, dann werden aus diesen Begriffen neue RBesriffe durch Ver-
sleich gebildet usw, s entstehen Abstraktionen von Abstraktio-
nen, also Berriffe hoherer Ordnung,

tesriffahildung hat einen logischen nnd einen prychologischen
Asvekt, Je nach ihrem Zustandekonmen unterscheidet man empiri-
sche nnd thenretische Begriffe,

Srpiriccehs Bepriffe: Auscehend von der Anschaunng oder von
Aeinpi-Ter wird der Begriff durch Abstraktion revonnen, Der
schitler mufl die entsprechenden Objekte oder Sachverhalte ver-
rleict -+, die begriffsbildenden Licenschaften evkennen und den
Namen fiir den Begriff lernen.

Theoretische Berriffe: Turch Definition werden die besriffs-
rildenden Herlmnle festzelegt. (Dazu gehdrt auch die Svnezifi-
zieruns von schon geblldeten Segriffen)

st Trimzahl, Winkel, ein Quadrat ist ein Rechteck mit gleich
langen Seiten, Durchechnittsmenge, Fllipse,...

Rerriffahildung ist kein rein sprachlicher Prozef, Psychologisch
betrachtet Yanr man einen Begwiff gebildet haher, ohne den
Mamnnen oder die thenretische Dafinition dafiir zu kennen, Auf
e¢ine antsprechende ¥rage antworten Adann {inder, indem sie
2inen leprincntanten filr den Degriff nenren oder zeigen,

(ins ict eire Pwimzahl: 7, Was ist ein “uadrat: daz da).
Treekeret kidnnan (4] tere) Schiller oft Mamen vurd Definition

hercacen, nine den Racriff canhildet za hahen,
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2, Bildung von Begriffen

Beim empirischen Begriffslernen sollen aus anschaulich
Gegebenem oder aus Beispielen die relevanten Merkmale erkannt
werden., Zundchst besteht die Aufgabe der Schiller darin, das
Gemeinsame zu erkennen, Daher wird man die Lernsituation am
Anfang so gestalten, dafl mdglichst venig irrelevante lierk-
male auftreten (Einfiihrungsbeispiele)., Spdter kommen in ver-
stirktem MaB Beispiele mit irrelevanten Eigenschaften hinzu
(Variationsprinzip), um Fehler in der Begriffsbildung zu
vermeiden,

Fehler sind:

Verengung des Begriffs (Untergeneralisierung): auch irrele-
vante Eigenschaften werden fiir begriffsbildend gehalten, 2zB
Lage-, Form- oder GroBeneigenschaften (ein Stiick Blech wird
nicht als Prisma erkannt, weil eine bestimmte Hohe fiir rele-
vant gehalten wird, ein Trapez mit lotrechten Parallelseiten
wird nicht als solches erkannt, weil die waagrechte Lage der
Seite a fiir relevant gehalten wird,usw). Vermeidung des Fehlers
durch Variation der Aufgabenstellung.

Ausweitung des Begriffs (Ubergeneralisierung): nicht alle
begriffsbildenden Eigenschaften werden erkannt (eine Raute
wird als verschobenes Quadrat bezeichnet, der Hohensatz auf
beliebige Dreiecke angewendet). Vermeidung durch Gegenbeispiele,
Die besten Gegenbeispiele sind solche, die alle relevanten
Merkmale des Begriffs aufweisen, bis auf eines. Gute Gegen-
beispiele sind solche, die leicht fiir Beispiele gehalten
werden. Uberhaupt sollte die Bedeutung’von Gegenbeispielen
nicht unterschédtzt werden.(Zine Abbildung "punkttreu" zu
nennen, hat erst dann einen Sinn, wenn man zum Vergleich

eine Abbildung anfiihren kann, die nicht punkttreu ist),

3. Didektische Analyse

Die theoretische Definition von Begriffen fdllt Schiilern

der Unterstufe noch schwer, da ihr Denken noch viel zu sehr
an die Anschauung gebunden ist. Solche Definitionernlsind auch
hdufig zu abstrakt und nicht altersaddquat formuliert.,
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(Was ist eine Acuivalenzumformung? Was ist ein Term?). Hier
versucht man einem Exaktheitsanspruch der Mathematik gerecht
711 werden ohne Riicksicht auf die denkpsychologischen Voraus-
setzungen der Kinder, Volle mathematische Exaktheit ist aber
ein Ziel, das erst im Laufe der Jahre erreicht werden kann.
Man darf im Unterricht nichts Falsches sagen und nichts Sinn-
leeres ("Unter einem Winkel versteht man die Neigung der
Schenkel zueinander"). Mitunter wird es aber geraten sein,
nur einen Teil des vollstdndigen Sachverhalts zu bringen,
Hier heiBt es fir uns Systematiker etwas umzudenken.
(1,K1.:"Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge" - ohne daB
zu diesem Zeitpunkt eine logische Erklirung moglich ist).
Dort wo Begriffe empirisch, iiber die Anschauung oder iiber
korkrete Handlungen gewonnen werden, sollte man auch
.enetische Definiftionen geben: Die begriffshildenden Merkmale
der Obhjekte werden heschrieben oder die Handlungen, die zum
Bepriff fithren (Wie erhdlt man,... Wie entsteht,...).

Nie pleichen Uberlegungen gelten fiir die Formulierung von
Regeln und Satzen.

Bsp,: Die LOsungsmenge eines Systems zweler linearer Glei=
chungen in 2 Variablen ist die Turchschnittsmenge der
Iosungsmensen der beiden Gleichungen des Systems,

Die strens exakta Beschreibung eines theoretischen Sachver-
nalts bleibt oft unverstindlich., In einer kindgemillen Sprech-
welse wird darauf —reruichtet, alle natrerotischen Voraus—
set7rnre~ 71 rennen, solange keine Mifverstidndnisce auftreten
("lineare" Zleichungen, wenn keine anderen auftreten,'"in 2
Taxinbhlen",nsw), Hin~ renetische Resahreibuns s2ht von den
~ndlungen (Cperationen, Zuordnungon,..,) aus, die zum richti-
men Resultat fithren: "Man darf,..." im Sinne mathematischer
Piechtisgkeit, ("an darf die beiden Seiten einer Gleichung

mit derselben 7ahl multiplizieren).

i8n,: Yire richtige Proportion geht in eine richtige Propor-
tion ‘ther, wenn man die Verhdltniszahlen einer Seite ﬁit dar-
selben (ven ull verschiedenen) Zahl rultipliziert oder Aurch

Aileselhe 7ah]) dividiert,
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fenetische Beschreibung: In einer Pronortion darf das Verhdltnis

anf jeder Seite gekiirzt oder erweitert werden.
IT Problemldsen

IImter einem mathematischen Problem wollen wir jede Aufegabe
verstehen, deren Losungsweg noch unbekannt ist,

Der Problemldsevorpgans selbst ist eine komplexer Denkprozef,
bei dem nicht nur zeistige Fahigkeiten angewendet werden,
sondern sich auch solche herausbilden,

7undichst ist eine Problemsitnation gegeben (Problemstellung
dAurch den Tehrer). Das Problem muf inhaltlich verstanden wer-
den, Ah. die auftretenden RBegriffe miissen bekannt sein,

Vach G, Lirpig (71 nsyeholozischen Problemen des Mathematik-
unter-ichts, in: Fathematik in der Schule, 1973 Heft 5)
besteht 7er Troblemlidsevorgang darin, daB ein Ausgangszustand
iiher rewisse Zwischenzustdnde durch Tranaformationen in einen’
“nmdzustand iibergefithrt wird.

Problementwicklung bzw, Problemldsung kann also als schritt-
waiges mformen oder Umstrukturieren des Problems dargestellt
werden. iier hietet sich de» Vergleich mit Gleichungslosen,
Termmformung, Sachaufgahen, Rewelisfithrung, Konstruktions-
gohritten usw, an, Dieser Transformationsprozef kann aus einer
Jissensaktualisierunsg (reproduktives Denken) oder aus einer
renten Findeleistung (produktives Denken) bestehen,

Monigehe mathematische Problemstellungen sind:

Aie Bildun~ von mathematischen Begriffen,

“rarbeituns von Rechenregeln,

turehfithrung von Konstruktionen,

Terleitun~ von Formeln,

RBeweis von Ieshrsdtzen,

Iosin~ von Sachaufgaben,

'm ein Probhlen verstiZndlich zu machen, ist eine exakte Prohlem-
stelluns notwendis, 3chon die Art der Problemformulierung
(Pra-antation) trist zum L#sunrserfols bei., Umstrukturieren,
Ordnen und Xlassifizieren cind wichtigse Derkprozesse, die
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beim Problemldsen gefdrdert werden., Auf Handlungshilfen, wie das
1fen durch bildhafte

Arbeiten mit Haterialien und Wahrnenhmur ngshi
rarsv Tegangen,

-
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durch Handlungen, Bilder (auch Vorstellungsbilder), Symbole
(Sprache).

Man unterscheidet daher

die handlungsmafige Darstellung

die tildhafte Darstellung

die symbolische (sprachliche) Darstellung.

Als didaktische Konsequenz schreibt Bruner in seinem "Entwurf |
einer Unterrichtstheorie" 1974: "Jeder VWissenbereich kann auf {
dreifache Art dargeboten werden: durch eine Zahl von Handlungen,

die geeignet sind, ein bestimmtes Ziel zu erreichen, durch eine

Reihe zusammenfassender Bilder oder Graphiken,... und durch

eine Folge symbolischer oder logischer Lehrsidtze,...

Von dieser Medientheorie erhielt die [Mathematikdidaktik wert-

volle Impulse, Die Aufgabe des Lehrers besteht darin, filir jeden
Lehrinhalt die geeignete Darstellungsform zu finden, bzw einen

bestimmten Sachverhalt auf mehrfache Weise zu reprdsentieren,

also die Darstellungsebenen zu wechseln,

Literatur

Bruner, J.S. u.a.: Studien zur kognitiven Entwicklung, Stuttgart 1971
Bruner, J.S.: Entwurf einer Unterrichtstheorie, Berlin 1974
Ellrott, D./Schindler, M.: Die Reform des Mathematikunterrichts,
Bad Heilbrunn 1975
Fenz, R,: Fachdidaktik Mathematik, Materialien zur Padagogik,
Jugend und Volk, Wien 1981

Lippig, G.: Zu psychologischen Problemen des Mathematikunterrichts,

in: Mathematik in der Schule, 1973
Oerter, R.: Psychologie des Denkens, Donauwtrth 1977






